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ЧП {х„} называется сходящейся, если существует такое число а, 
что ЧП {х„ — а} является БМЧП. Число а называется пределом ЧП 
{хи}. В соответствии с этим определением всякая БМЧП является схо- 
дящейся и имеет своим пределом число нуль. Можно дать ещё два эк- 
вивалентных определения сходящейся ЧП. 

ЧП {х„} называется сходящейся, если существует такое число а, 
что \= > 0 можно указать номер М№(=) такой, что при п > М№(=) все эле- 
менты этой ЧИ удовлетворяют неравенству 

[х, —а| < Е. (1.3) 
При этом число а называется пределом ЧП. Если ЧП {х„} сходится к 
пределу а, то символически это записывают так: 
ло Хи =@а@ или Хх, >а при п > о. 
ББЧП иногда называют ЧП, сходящейся к бесконечности, и пишут: 
Пн Хи = 60. 

Если все элементы ББЧИ, начиная с некоторого номера, имеют 
определённый знак, то говорят, что ББЧИ сходится к бесконечности 
определённого знака, обозначая это пределами: 

Пи Хи = +0, Пн Хи = — ©, 

Замечание. Неравенство (1.3) эквивалентно неравенствам —= < 
хх -а<=Е или а-& < хи <а-+е. Последние неравенства означают, 
что элемент х„ находится в 5-окрестности числа а (=-окрестностью 
числа а называется интервал (а — =, а + =)). 

В связи с этим определение сходящейся ЧП можно сформулиро- 
вать также в следующей форме: ЧП {хи} называется сходящейся, если 
существует такое число а, что в любой =-окрестности числа а находятся 
все элементы ЧП {хи}, начиная с некоторого номера №(=). 


Согласно определению сходящейся ЧП разность хи — а = ал яв- 
ляется БМЧП. Следовательно, любой элемент х„ сходящейся ЧП, 
имеющий пределом число а, можно представить в виде: 

хп = а Ал, (1.4) 
где аи — элемент БМЧИП. 

Замечание. Из определения предела ЧИ очевидно, что конечное 
число элементов (добавленных или изъятых из ЧП) не влияют на схо- 
димость и величину предела этой ЧИ. 


Теорема 1.7. Сходящаяся ЧП имеет только один предел. 

Доказательство. Пусть а и В — пределы сходящейся ЧП {х„}. То- 
гда, используя представление (1.4) для элементов этой ЧП, найдём: 

хх =а+а,, х=Ь+В,, 
где аи, би — элементы БМЧП. 
Вычитая написанные соотношения, получим: 
а - би =Ь-а. 
Так как все элементы БМЧП {а„ — Ви} имеют одно и то же постоянное 
значение ВБ — а, то по теореме 1.5 Б —а = 0, то есть Б = а. 

Теорема доказана. 

Теорема 1.8. Сходящаяся ЧП ограничена. 

Доказательство. Пусть ЧП {х„} сходится к пределу а. Тогда спра- 
ведлива формула х„ = а + ах, где аи - элемент БМЧП. Так как БМЧПИ 
согласно теореме 1.3 ограничена, то найдётся такое число А > 0, что Уп 
будет выполняться неравенство |аи| < А. Поэтому Уп 

|[хи| < [а] +А, 
что и означает ограниченность ЧП {х„}. Теорема доказана. 

Замечание. Утверждение обратное теореме 1.8 не верно, то есть 
ограниченная ЧП может и не быть сходящейся. Например, ЧП 1, —1, 
1, —1, ... ограничена, но не является сходящейся. 


Теорема 1.9. Сумма сходящихся ЧП {хп} и {у} есть сходящаяся 
ЧП, предел которой равен сумме пределов ЧП {хи} и {у}. 
Доказательство. Пусть а и В — соответственно пределы ЧП {хи} и 
{У}. Тогда 
Хи =а там, У =В + ры, 
где {аи}, {Ви} — БМЧП. Следовательно, 
(хп + У) — (а +Ь) =а; + В». 
Таким образом, ЧИ {(хи + у) - (а+ьЬ)} есть БМЧИ и поэтому ЧП 
{хп + У, } сходится и имеет своим пределом число а + В. 


Теорема доказана. 


Теорема 1.10. Разность сходящихся ЧП {хи} и {у} есть сходящая- 
ся ЧП, предел которой равен разности пределов ЧП {хи} и {у}. 

Доказательство этой теоремы аналогично доказательству преды- 
дущей теоремы 1.9. 

Теорема 1.11. Произведение сходящихся ЧП {хи} и {у} есть сходя- 
щаяся ЧП, предел которой равен произведению пределов ЧП {хи} и {ул}. 

Доказательство. Если а и В — соответственно пределы ЧП {хи} и 
{уд}, то хи = а+аи, ж=Ь+Ви 

хуи = аб + ар, + Бак + апрбы. 
Следовательно, 
хил — аб = аб, + Ба, + ава. 

В силу теоремы 1.4, следствия из неё, а также теоремы 1.1 ЧП 
{аВ„ + Ба, + аи Ви} есть БМЧП, то есть и ЧП {хиу„ — аб} есть БМЧП. 
Поэтому ЧП {хуи } сходится и имеет своим пределом число ар. 

Теорема доказана. 

Для доказательства соответствующей теоремы для частного двух 
ЧП понадобится следующая лемма. 


Лемма 1.1. Если ЧП {у„} сходится к отличному от нуля пределу 
1 

Ь = 0, то, начиная с некоторого номера, определена ЧИ =} которая яв- 
п 


ляется ограниченной. 

Доказательство. Пусть = = |6|/2. Так как Ь +2 0, то = > 0. Пусть № 
— номер, соответствующий этому =, начиная с которого выполняется не- 
равенство |у„ —Ь| < = или [у —Ь| < |6|/2. Из этого неравенства сле- 
дует, что при п > М№(=) справедливо неравенство |у„| > [Ь|/2. Действи- 
тельно, так как можно записать В = (В — >) + ул, то 


|| < 6 — ой Бы < + |. 


Итак, при п > М№(=) имеем |-- -| <. < —. Следовательно, начиная с 


этого номера №(=), определена ЧП вида я 2] и эта ЧП ограничена. 


п 


Лемма доказана. 

Теорема 1.12. Частное двух сходящихся ЧП {хи } и {у} при условии, 
что предел ЧП {у„} отличен от нуля, есть сходящаяся ЧП, предел которой 
равен частному пределов ЧП {хи} и {у}. 

Доказательство. Из леммы 1.1 следует, что, начиная с некоторого 


номера М, элементы ЧП {у„} отличны от нуля и ЧП [>- -] ограничена. На- 


чиная с этого номера М, и будет рассматриваться ЧИ (2 =) Пустъаир- 


№... @ 


пределы ЧП {хи} и {у„}. Докажем, что ЧИ | = есть БМЧП. В самом 


Уп 
деле, так как хи =а-+аи, у = В + ри, то 
Хп а _ ХиБ-Упа _ 1 а 
=) 
Уп Уп Уп 


Так как ЧИ [5-} ограничена, а ЧП [а — : Вн есть БМЧИП, то ЧИ [= — = 


является БМЧП. Теорема доказана. 

Замечание. Из сходимости ЧП {х„} следует сходимость ЧП 
{хи +В} и {схп} и наоборот, из сходимости любой из ЧП {хи + Ь} или 
{сх} (С = 0) следует сходимость ЧП {хи}. 

Действительно, пусть {х„} сходится. Полагая у, = Ь, получим 
сходящуюся ЧП {у„}. Но тогда из теоремы 1.9 следует, что {х„ +В} — 
сходящаяся ЧП. Обратно, если {х„ +Ь} — сходящаяся ЧП, то, полагая 
у„ = —В и используя теорему 1.9, убеждаемся, что {хи} сходится. 

Аналогично, полагая ум = с или у = 1/С (С + 0) и применяя тео- 
рему 1.11, убедимся, что из сходимости {хи} следует сходимость {схи} 
и наоборот. 

В предыдущих теоремах выяснено, что арифметические операции 
над сходящимися ЧП приводят к таким же операциям над их предела- 
ми. Следующие две теоремы показывают, что неравенства, которым 
удовлетворяют элементы сходящихся ЧП, в пределе переходят в соот- 
ветствующие неравенства для пределов этих ЧП. 


Теорема 1.13. Если элементы сходящейся ЧП {хи}, начиная с неко- 
торого номера, удовлетворяют неравенству хи > В (х„ < Ь), то и пре- 
дел а этой ЧП удовлетворяет неравенству а > В (а <Ь). 

Доказательство. Пусть все элементы сходящейся ЧП {хи}, начиная 
с некоторого номера, удовлетворяют неравенству хи > Б. Предполо- 
жим, что а < Ь. Поскольку а — предел ЧП {хи}, то для положительного 
= = Бр — а можно указать номер М№(=) такой, что при п > М(=) выполня- 
ется неравенство |х„ —а| < Ба. Это неравенство эквивалентно сле- 
дующим двум неравенствам: 

—(Б-а) < х, -а<-а. 
Используя правое из этих неравенств, получим хи < БЬ, а это противо- 
речит условию теоремы. Случай х„, < В рассматривается аналогично. 

Теорема доказана. 

Замечание. Элементы сходящейся ЧП {х„} могут удовлетворять 
строгому неравенству х„, > В, однако предел а может оказаться равным 


1 | 
Ь. Например, если х„ = =, ТО все хи > 0, однако [Ипи- Хи = 0. 


Следствие 1. Если элементы хи и у, сходящихся ЧП {хи} и {у}, 
начиная с некоторого номера, удовлетворяют неравенству Хх < ул, то 
их пределы удовлетворяют такому же неравенству: 

Инза хи = ШЗ У 

В самом деле, все элементы ЧП {у„ — х„} неотрицательны, а по- 
этому неотрицателен и её предел: 

Пино (У Хи) = Ш Уи = Шо Хи 2 0. 
Отсюда и следует предыдущее неравенство. 

Следствие 2. Если все элементы сходящейся ЧП {хи} находятся на 
сегменте [а, Б], то и её предел с также находится на этом сегменте. 

В самом деле, так кака < хи < Б, ттиа<с<Ь. 

Следующая теорема имеет важное прикладное значение. 


Теорема 1.14. Пусть {хи} и {2} — сходящиеся ЧП, имеющие общий 
предел а. Пусть, кроме того, начиная с некоторого номера, элементы 
ЧП {у} удовлетворяют неравенствам хи < Уи < 21. Тогда ЧП {уж} схо- 
дится и имеет предел а. 

Доказательство. Достаточно доказать, что ЧИ {у„ — а} является 
БМЧП. Обозначим через М” номер, начиная с которого выполняются 
неравенства, указанные в условии теоремы. Тогда, начиная с этого же 
номера, будут выполняться неравенства: 

хауса а: 

Отсюда следует, что при п > М* элементы ЧП {у„ — а} удовлетво- 

ряют неравенству: 
|, —а| < шах{хи — а], |2. — а|}. 

Так как Шпи-_‚ о Хи = аи Шти-» о 2и = а, то для любого # > 0 мож- 
но указать номера №, и №, такие, что при п > М, |х„ -а| <, а при 
п> М, |21-а| < =. Пусть М = тах{М№*, М, , М>}. Начиная с этого номе- 
ра, имеет место неравенство |у„ — а| < =, то есть {у„ — а} есть БМЧП. 


Теорема доказана. 
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